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Capitulo

Motivacion

El desafio de aumentar la reutilizaciéon de agua en la industria minera ha inducido la creaciéon
de distintos tipos de procesamiento de minerales. Procesos como filtracién, separacion mediante
centrifugado, sedimentacion mediante fuerzas gravitatorias actualmente se usan con el fin de
optimizar la recuperacién del vital elemento. Entre la tecnologia que existe a dia de hoy se
encuentran los sedimentadores lamelares, contenedores equipados de un conjunto de placas
inclinadas y paralelas inmersas en la mezcla a separar (ver Figura 1.1), la sedimentacién en
este equipo es netamente a través de fuerzas gravitacionales, por lo tanto, la inclinaciéon de
las placas equipadas estd orientado a evitar una sedimentacion netamente vertical dentro del
estanque y generar asi un efecto Boycott que aumente la velocidad de la separacién del sélido
con el liquido.

Salida de a,gua pura

Placas inclinadas

Tolva de lodo

lDescarga de lodo

Figura 1.1: Esquema ilustrativo de un sedimentador lamelar

Enfocados tinicamente en un par de placas contiguas se observa que el asentamiento de las
particulas se puede modelar como un proceso de sedimentacion mediante gravitaciéon ocurrien-



do en un tubo inclinado en un angulo idéntico al de las placas, donde la cara lateral inferior
del tubo representa a la placa en donde las particulas comienzan a asentarse y la cara lateral
superior como la placa en la que se produce un flujo de agua limpia en direccion hacia arriba.

Una vez asumiendo que este esquema permite modelar de manera correcta el asentamiento
de las particulas entre las placas, el desafio de acelerar el proceso nos conduce a pensar que
condiciones operacionales se podrian asumir para cumplir con el objetivo.

Dado que el momento lineal para la mezcla puede ser modelado a través de una ecuacion
de Stokes y este, a su vez, a través de la aproximacién de Boussinesq dejar de ser tiinicamente
dependiente de la concentracion de la pulpa sino que ademas depender de las distintas tempe-
raturas acopladas a las paredes del sistema. Asi nace la opciéon de que un cambio de temperatura
en las fronteras del nuevo dominio pueden provocar cambios significativos en como evoluciona
la separacién sélido-liquido.

Enfocado en el fenémeno de conveccion natural en cavidades se ve que un aumento de tempe-
ratura en alguna seccion del fluido produce un cambio de densidad en el mismo que tiene como
consecuencia una circulacién dentro de la cavidad. Con esto en consideracion, la idea de que
al calentar la cara superior del tubo se lograra calentar el flujo de agua limpia que fluye hacia
arriba pegado a esa cara, provocando un aumento en la circulaciéon del mismo, gana bastante
terreno como una solucion al desafio. Sin embargo, no hay que olvidar que las concentraciones
de pulpa influiran en la capacidad de conducir y difundir el calor, es por eso que tener en cuenta
los distintos minerales y el equipos que se usa para la sedimentacién serdn fundamental con el
fin de no influenciar en demasia el proceso o dafiar el equipo con un exceso de calor. Tanto el
efecto Boycott como la aproximacidon de Boussinesq han sido ampliamente estudiado, diversos
modelos matematicos y esquemas numéricos para la resolucion de los mismos se han presentado
a través de los afios. No obstante un esquema numeérico que permita resolver el acoplamiento
de ambos sistemas no ha sido presentado aun.

1.1. Estado del arte

Cuando Boycott nota que la sangre ingresada en tubos estrechos inclinados sedimentaba mads
rapido que si esta estuviese en un tubo vertical, presenta distintos experimentos que consisten
en variaciones en los dngulos de inclinaciéon de los tubos, ademas de las dimensiones de los
mismos para corroborar este fenémeno. Al comprobar que tanto el d4ngulo de inclinacién como
las dimensiones de los tubos influyen en la velocidad de la sedimentacién. Boycott, creyendo
que este fendmeno ya era conocido de otra forma, pide que alguien le explique el porque del
mismo [4] .

Siguiendo la linea de Boycott, experimentos realizados por Pearce [21], Graham & Lama [10],
Oliver & Jenson [19], Zahavi & Rubin [33] y Acrivos & Herbolzheimer [1] reafirmaron el feno-
meno que presenta Boycott observaron ademads que la concentracién inicial de la mezcla en



estudio juega un papel fundamental en la velocidad de la sedimentacién.

Ponder [22] ademas de Nakamura & Nuroda [18] desarrollan la teoria PNK, la cual establece
que la tasa de sedimentacién de una mezcla homogénea en suspension dentro de un recipiente
inclinado serd determinada por la velocidad de sedimentacién v multiplicada por el area del
recipiente disponible para el asentamiento.

Kynch [13] bajo la suposicion de que la velocidad local relativa s6lido-liquido es una funciéon
que depende unicamente de la concentracion volumétrica de los soélidos ¢, lo cual equivale
a decir vset = vset(¢) para un proceso de sedimentacidn por lotes en una columna cerrada,
establece que el conocimiento de la funcioén fy es suficiente para poder determinar como es el
proceso.

Con el fin de modelar la velocidad de asentamiento de las particulas en suspensién, Richardson
& Zaki [25], haciendo uso de la velocidad de sedimentacién de una particula en un medio
infinito, proponen una expresiéon que causa un inconveniente al momento de comparar con los
resultados experimentales. Siguiendo con los intentos por modelar la velocidad de asentamiento
y usando lo realizado por Richardson & Zaki, Michael & Bolger [15] proponen un nuevo modelo
que incorpora como parametro la concentracién maxima del sélido.

Por su parte Acrivos & Herbolzheimer [1] estudian el proceso de sedimentacion en tanques
de sedimentacién inclinados, explicando claramente como es que este proceso se lleva a cabo y
porque la ocurrencia de algunos fenémenos.

Extendiendo su trabajo anterior [16], S. J. McCaffery et al. [17] presentan un modelo transien-
te bidimensional para predecir computacionalmente el comportamiento de las particulas de s6-
lido en un canal inclinado durante un tipico tratamiento de separacién hidraulica.

Aplicando supuestos constitutivos seguidos por un analisis dimensional para la ecuacién de
la masa y momento lineal de la componente sélida y liquida, Biirger, Wendland & Concha [7]
presentan un modelo de ecuaciones para el proceso de sedimentacién consolidacién bajo el
efecto de la gravedad.

En lo que respecta a técnicas de resolucion numérica, Latsa, Assimacopoulos, Stamou & Mar-
katos [14] usan esquemas del tipo upwind para la resolucidén de problemas de sedimentacion
consolidacion en tanques inclinados, Wan [32] propone un método hibrido entre elementos fi-
nitos y volimenes finitos para la simulacion de dos flujos inmiscibles, Kleine & Reddy [12] desa-
rrollan un método de elementos finitos del tipo x — € con el fin de conservar la masa del sistema,
en [17] hacen uso de un esquema de Godunov complementado por una formulaciéon de volu-
menes de control iterativo, Biirger et a. [5] desarrollan un método multiresolucion acompafiado
por un método de volumenes finitos, Biirger et al. [6] exponen una formulacién estabilizada de
EFV para el proceso de sedimentacion consolidacién, Ruiz & Lunati [27] presentan un método
discontinuo de elemento de volumen finito.

Ostrach [20] presenta un detallado andlisis en lo que respecta la conveccién natural en cavi-
dades, debido a la gran variedad de pardmetros que tuvo que considerar tanto para el andlisis



tedrico como para el experimental concluyd que el fenémeno de conveccidon natural en cavida-
des es un fenémeno de una naturaleza extremadamente compleja.

En lo que respecta simulaciones numéricas del fendmeno de conveccién natural, Christon et
al. [8] a fin de buscar estimar con la mejor precision posible distintos parametros que son funda-
mentales para el proceso de conveccion natural desarrollan junto a sus colaboradores métodos
numéricos de elementos finitos, diferencias finitas y volimenes Finitos que simulan el proceso.
Con objetivos similares, Gang et al. [11] realizan simulaciones del proceso de conveccion salvo
que en esta ocasion, el recipiente que contiene el fluido se encuentra inclinado.

Reyes et al. [23] estudian la sedimentacion de minerales en suspension en recipientes incli-
nados asistidos por calor. Para este propdsito, haciendo uso de OpenFoam realizan simulaciones
numéricas bidimensionales para distintas condiciones operacionales. Establecen que el tamafio
de las particulas y la concentracién inicial afectan directamente en el proceso de sedimentacién.



Capitulo

Marco tedrico

2.1. Sedimentacion inclinada

El estudio tedrico del proceso de sedimentacién en contenedores inclinados ha sido amplia-
mente estudiada desde los trabajos seminales que dan origen a la teoria PNK (Ponder, 1925 y
Nakamura & Kuroda, 1937; [18, 22]; ver también [28, 30]). En dicha teoria, bajo ciertos su-
puestos, se postula que la velocidad de descenso de la interfase liquido claro-suspension U (t)
estd determinada por la relacién

Ult) = V(o) ( + H(#) tan e) ,

cos 6
donde ¢ es la fraccién volumétrica de sélidos, V' (¢) es la velocidad de sedimentacién obstacu-
lizada de manera vertical, dada por ejemplo por la expresion propuesta por Richardson & Zaki
[25], V(@) = vst(1 — ¢)"R%, vgy es la velocidad de sedimentacion de una particula individual en
un medio infinito (velocidad de Stokes), b es el ancho del recipiente, 6 el angulo de inclinacion,
nrz un parametro experimental y H(t) la altura de la interfaz (ver Figura 2.1).

McCaffery et al. [17], basdndose en consideraciones de andlisis dimensional y suposiciones
constitutivas, proponen que el fendmeno de sedimentacién inclinada entre planos paralelos
podia ser bien descrito por una ecuacién de Stokes para la conservacion de momentum lineal
para la mezcla, acoplado con las ecuaciones de conservaciéon de masa para la fase sélida (que
se traduce en una ley de conservacién no lineal) y para la mezcla (ecuacién de continuidad). El
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Figura 2.1: Esquema ilustrativo de teoria PNK

sistema planteado es

00 19 (a0 + 6V (0)k) =0, @D
V.-q=0, (2.2)
=V (1(0) (Va+ (Va)")) + AV = XAy Ok, 23)

donde q es la velocidad volumétrica de la mezcla, u(¢) su viscosidad, k es un vector unitario
alineado con la gravedad y Ap* y A son pardmetros adimensionales, los cuales estan dados por

_ D?
Apr =P P\ 9Pt

s vstfif

donde D es un largo caracteristico del problema. Estos autores resolvieron el sistema utilizando
un esquema del tipo Godunov. Posteriormente, Biirger et al. [5] refinaron los resultados numé-
ricos encontrados por McCaffery et al. [17] utilizando un método de multiresolucién por volu-
menes finitos. En la misma linea, Ruiz-Baier y Torres [26], utilizando la técnica de Voltimenes-
Elementos Finitos, estudiaron la sedimentacion inclinada, adicionando en la ecuacién (2.3) el
término convectivo (0.q + q - Vq), obteniendo una ecuacion del tipo Navier-Stokes para la can-
tidad de movimiento.



Sin considerar simplificaciones, el sistema de ecuaciones completo se escribe:

00 V- (as+ oV()k) =0,
V- q= 07
p(9) (gt +q- Vq) = —Vp+p(0)g + V- (u(®) (Va+ (Va)")).

donde p(¢) es la densidad de la mezcla definida por p(¢) = éps + (1 — @) px.

2.2. Conveccion natural en cavidades

La otra arista del problema, el fenémeno de conveccién natural en cavidades, ha atraido la
atencién de innumerables investigadores a lo largo de afios [2, 8, 29] (la lista estd lejos de
ser completa). En este fenémeno, el movimiento del fluido es producido por la diferencia de
densidad generada al modificar la temperatura de alguna de las superficies que contienen el
fluido (ver Figura 2.2).

Aislante

Pared Caliente
Eje vertical ¢ «

Pared Fria

Aislant
AsANeTN. > Eje horizontal n

Figura 2.2: Esquema ilustrativo del fenémeno de conveccién natural

Considerando vdlida la aproximacion de Boussinesq, p(T') = po — Bpo(T — 1;), donde 3 =

—p—oa—T y po = p(1}), las ecuaciones gobernantes para la conservaciéon de masa, momentum y



energia son [3]

V- q= 07
Jq _ T
00 <6t +q- Vq> =—-Vp+pog+V- (M(T) (Vq +(Va) ))
— pogB(T —Tp),
ey (5 +a-9T) = xv°T.

Aqui T es la temperatura de la mezcla, 7; la temperatura de referencia, « el coeficiente de
transferencia de calor por conduccién y ¢, la capacidad caldrica del fluido.

El estudio de la sedimentacién en recipientes inclinados acoplado al fenémeno de conveccion
natural ha sido estudio recientemente por Reyes et al. [24]. En dicho trabajo se resuelve el sis-
tema de ecuaciones gobernantes dado por las ecuaciones de conservacion de masa, movimiento
y energia interna para la fase liquida y sélida utilizando el software de mecénica de fluidos
computacional Open Foam.

El sistema de ecuaciones gobernante propuesto por Reyes et al. [24] es equivalente al obtenido
considerando las ecuaciones de conservaciéon masa para la mezcla y la fase sélida, conservacién
de momentum lineal y energia para la mezcla,

9 V. (qo+ oV(d)k) =0,

ot
V- q =0,

p0) (52 +a-Va) == Vp+p(6.Tg + V- (u(0.T) (Va+(Va)")).

p(@en(@) (G +aIT) =x(9) 7T,

La aproximacién de Bousinessq en este caso se interpreta como

o(6.7) =p() + 20T ()
—0(6) + (1~ )1 1)

=p(¢) — (1 — @)pt B (T — Tp),

donde el coeficiente de expansién térmica del sélido (s se considera despreciable. Luego el



sistema queda

90 4V - (ao + 6V (0)k) =0
V. q =0,
oq
p(®) (at +q- Vq) =—Vp+p(@)g— (1 —¢)p:tBe(T - T)g

V- (w6, 1) (Va+ (Va)T)),
p(@)en(@) (G +a-IT) =x(9)9T,

El modelo propuesto consiste en tres ecuaciones escalares, una ecuacién vectorial para cinco
incégnitas q,p, T, ¢. Este sistema debe ser cerrado con relaciones constitutivas adecuadas y fi-

sicamente consistentes para V' (¢), p(¢), 1(¢), k(¢), cp(¢). Se supondrdn véalidas las siguientes

relaciones y aproximaciones:

V(¢) =vsi(1 — 9)",
(o, T) =pe(1 = ¢)~*, a2 0,
K(9, T) =re(1 — ¢) + ks,

cp(0, T) =Cp(1 = ¢) + cp, 0,

2.2.1. Analisis dimensional

Para el adimensionamiento de las ecuaciones gobernantes se consideran las definiciones

* * L* * *
r=r"1L, q = q vst, t=—t, p=ptp, = HEp,

VSt
k= Kker™ c;:c—p, p* = P cosd — y*sin6,
Cpy pgL
T—1T, Ps — Pt 0 wsg O
T = L Ap = . vr=Ly, Z_% 9
T, —T. P ot ot~ L ot

donde L es un largo caracteristico del problema, el subindice f indica que la propiedad corres-
ponde al fluido y el superindice * denota una variable adimensional. Las ecuaciones adimensio-

nales gobernantes quedan



99

+ V" (q7¢ + ¢(1 — )" k) =0,

ot*
V*.q* =0,
L oq* L?
PIOSYE (1 + ¢Ap¥) ( q* +q"- v*q*) = IZ P Aprok + (1 — ¢)BATT k)
It ot [LEVUSE
+ V. (N*(¢) (v*q* + (v*q*)T>) :
pf’UStL * or™ * * *) 1 (1+¢AK’*) *2 ok
Jf (1+¢ p)<8t* TtV Pr(1—|—¢Acl’§)v ’
donde
A A
pr=H% A= 25 Acj = %, AT =T}, T
Rf Kt Cpy

Si incorporamos el nimero de Reynolds de sedimentacion

d
Re — PFUSE ’

ot

donde d es el didametro de la particula, las ecuaciones de conservaciéon de momentum lineal y
energia quedan

*

d gLy
L prvst

dq
ot

Re(1+6a5) (G5 +a - v'a") = (VD" — Ap*ok + (1 - 6)BATT k)
d
+ 2V (1) (Ve + (va)))
1 d(1+¢AKY)
" PrL(1+¢Acy)

V*2T*,

L (OT"
Re (14 ¢Ap™) (Gt*

Luego, haciendo uso de lo propuesto por Unwin [31] podemos establecer un modelo en el cudl
la derivada material de la velocidad no es considerada

99
ot*

+ V" (g9 + ¢(1 — ¢)"2k) =0,
V* . q* =0, 2.4
~V - (17(0) (Vi + (V'a)T)) = = M(V*p" = Ap" ok + (1 - 0)BATT k),

(1+ QAK*) _, .
(1+ ¢Acs) v ) '

*

prusy L (

1+ ¢Ap") <8T

1
* . *T* — . _
ot* MUY ) v <Pr
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donde \ es el parametro adimensional definido como

L2
A — g pf'
HfUSE

Podemos ver que este modelo es idéntico al presentado por McCaffery [17] con la diferencia
que aqui serd complementado por la ecuacién del calor.
Para el problema de sedimentacidn en el drea de procesamiento de minerales es usual utilizar

[7]:

vgy = 1074 m/s, v =10"% p=10""*Pas,
g=10m/s?>, Pr=7, L=1m, Re=1072,
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Capitulo

Descripcion del proceso

El proceso de sedimentacién, espesamiento o clarificacion, consiste en la operacion de separar
parte del liquido de una suspension para obtener un flujo de agua clara o liquido més puro y
por otro lado materia méas densa obtenida de la suspensidn.

El mecanismo que se considera en este trabajo es sedimentaciéon mediante fuerzas gravitacio-
nales, las cuales atraerdn a las particulas mas densas en direccion hacia abajo (ya sea el suelo o
centro de la tierra).

Se denomina sedimentador o tanque al recipiente que contiene la suspensién y en donde se
llevara a cabo el proceso de separacion sélido-liquido, este ultimo esta compuesto por dos pare-
des aisladas térmicamente y dos paredes expuestas a distintas temperaturas, una a temperatura
ambiental y la otra a una temperatura superior.

Este sedimentador se considera con seccion transversal horizontal de radio constante, una
proporcion del largo con el ancho equivalente a 4:1 y sometido a un dngulo de inclinacién 6 con
respecto a la vertical.

3.1. Supuestos y ecuaciones del problema

La ecuacion de velocidad es complementada por una condiciéon de no deslizamiento en la
frontera. En lo que respecta la ecuacién de la masa, inicialmente consideraremos una densidad
constante y uniforme en todo el dominio, ademds de una condicién de flujo cero en la frontera.
Finalmente, la ecuacién de temperatura tendrd como condicion de borde un valor 7, tanto para
la cara inferior como para el interior de la mezcla y 7}, para la cara del recipiente que mira hacia
abajo.

Con el fin de que nuestro modelo sea fisica y matematicamente razonable se haran los siguientes

supuestos

1. La temperatura ambiente se considera de 20°C.

12



Aislante

Pared a temperatura
ambiente Ty

Figura 3.1: Condiciones iniciales del sistema

. La temperatura aplicada al sistema se hace de manera uniforme en toda la cara.

. La temperatura que sea aplicada al sistema no provoca dafio al material del recipiente
y tampoco al contenido del mismo, es decir, evitaremos calentar o enfriar en demasia la
mezcla.

. La concentracién mdxima que alcanza nuestro sistema es de 1 — 107" para que asi nuestra
viscosidad cinemadtica no se indetermine.

. La velocidad de sedimentacion se aproximara a cero cuando la concentracién sea la maxi-
ma.

13



Capitulo

Esquema numérico

Para resolver numéricamente (2.4) se discretiza el dominio 2 en N, - N, celdas de medida
Az x Ay las cuales generan una maya definida por 7 que cumple con todos los supuestos de
una malla admisible [9].

Ademas, se definen

Tiv1/p = (i £1/2)Az para i=1,2,...,N; —1

Yjx1/2 = (j £ 1/2)Ay para j=1,2,...,N,—1

como los valores en los cuales se encuentran las fronteras de la celda C; con centro (z;,y;),
esta informacion es necesaria ya que las incégnitas que presenta (2.4) serdn calculadas en los
centros de cada celda.

14



Tv o Tv o Tv o Tv o
[ ]

[ ] [ ]
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|
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Tv o Tv o Tv o Tvo |
[ ] [ ] [ ] [ ] \
No—2,j—1|Ng—1j-1| Ngpj—1 JNe+1,j—1]

Figura 4.1: Discretizacién del domino €2 en volumenes de control Kj ;

Como podemos ver en 4.1 nuestras incognitas serdn calculadas en el centro de cada uno de
los volimenes de control. Ademas, con el fin de imponer las condiciones de borde se incorpora
una celda extra a continuacién de cada una de las fronteras que presenta nuestro dominio.

4.1. Aproximacion numérica para la ecuacidon de la concentracion

El método numérico que utilizaremos para la resolucién de la ecuacion de la masa se basa
en una formulacién de Voltimenes Finitos. Denotamos por ¢(t) como el promedio de ¢ sobre la
celda K en el tiempo ¢, en otras palabras

qs;:i/ 6(z,t)dz,  donde  |K]| ::/ dz = AzAy (4.1)
K| /K K

Se denota por ¢™ como la aproximacién de ¢(t,), donde t,, = nAt. Siguiendo lo propuesto por
McCaffery [17] el esquema numérico elegido para la resolucién de la ecuacién bidimensional
de concentracion es un esquema conservativo de Godunov. Para esto notamos que podemos
reescribir la ecuacién de manera conservativa

x Yy
0¢p OF oF _o, 4.2)

ot T ox T oy

donde F* y FY son las componentes x e y del vector de flujo F, respectivamente. Los cuales son
definidos por

F? = g, + ¢(1 — ¢)""7 cos, (4.3)
FY = ¢gy + ¢(1 — ¢)"R7 sin 6.
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La resolucion de la ecuacidon serd mediante el método fractional step, el cual consiste en
resolver la ecuacién para una dimensién en la primera mitad del paso temporal (f,,1/2 =
(n 4+ 1/2)At), es decir, primero se resuelve

¢TL+1/2_ n _ﬁ T _F% (4.4)
.3 TN A U i1/2 i—1/2,5 )

y una vez con la solucién de esta ecuacién se resuelve la ecuacion para la dimensién restante en

lo que resta del paso temporal:

ntl _ nt1je Al Yy Yy
R el F,

i.j Ay \Vig1/2 T z,j—1/2>' (4.5)

Asi el valor medio que toma la concentracidn en cada una de las celdas para el siguiente instante
de tiempo ¢,,.
Finalmente, el flujo de masa que pasa por cada una de las caras de las celdas es aproximado por

,omin - F¥(¢)  sidf < oy,
By = | HSs0s
+1/2,5 — ¢ T 2 on n
max  F*(¢) si@lk > o, .
¢2j2¢2¢?+17j ( ) i i+1,50
. . nt1/2 n+1/2
n+1/2mm nt1/2 FU(¢) s ¢ij < ¢i7j+1 ’
i,J+1/2 ‘ s n
Y i AX FY(¢)  si¢y; > @i i1
@5 T2920; 51

conocidos como los flujos numéricos de Godunow.

Al establecer la condicion de frontera de flujo cero, es decir, que no hay perdida ni ganancia
de masa dentro del dominio, a las celdas exteriores que comparten una cara con la frontera que
se encuentra en direccion al suelo se les asigna un valor de concentracion ¢ = 1y al resto de las
celdas exteriores un valor de concentracién ¢ = 0. En otras palabras, para imponer la condicién
de flujo cero se imponen unas condiciones de Dirichlet en cada una de las caras del dominio 2.

4.2. Aproximacion numérica del sistema de Stokes

Las incognitas de nuestro sistema son el vector de velocidades g y la presién p en cada uno
de los volimenes de control €; ; € 7. Para simplificar la notacién denotamos K = ();; como
el volumen de control genérico, o = K|K* como la arista comtn que comparte el volumen de
control K con su vecino K*. £ como el conjunto de aristas, m, como la medida de la arista,
di|k+ = |z« — TK|, To = Mmy/ds ¥ DK, como el vector normal unitario hacia el exterior de K
que se origina en o. El conjunto de aristas de K se denota g, el conjunto de aristas interiores
y exteriores se denotan &y y Eext Tespectivamente, ademds denotaremos por Hr () C L%(Q) el
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espacio de funciones constantes a trozos en cada volumen de control.

4.2.1. Discretizacion de los terminos

Los esquemas de volumenes finitos son ecuaciones balanceadas discretas con una adecua-
da aproximacion de los flujos. Aqui introduciremos operadores discretos para el divergente y
gradiente que necesitamos para modelar (2.4).

Para todo w en H7(£2) y para todo K en 7, definimos wx como el valor que toma w sobre el
volumen de control K. Luego, el gradiente de w puede ser escrito como la diferencia de valor
que tiene w con el valor que toma en cada vecino del volumen de control. Es decir podemos
definir el operador del gradiente discreto como V7 : Hy(Q) — [H7(Q)]?

1 MEK|L XL, — TK (wp, — wi)

(Vrw)g =
mi . dxin 2
para todo K en 7 y w en Hy(Q2). Donde my es la medida del volumen de control K, Nk es
el conjunto de volumenes de control que comparten una arista con K y el término 1/2 se elige
para asegurar una convergencia de orden 2 en lo que respecta la aproximacion de los flujos.

Luego, el operador adjunto del gradiente discreto define la divergencia divy : [H7(Q)]? —

Hr(Q)
1 MEK|L T — TK

divy(w)(z) = (wg +wp)

U v dg|rL 2

Una vez con estos operadores definidos se puede asegurar que para (v,w) en (H7(£2))? el pro-
ducto interior correspondiente a las condiciones de contorno de Neumann estd bien puesto:

1
() =5 3 3 T (vn — vic) (i) (4.6)
KeT ceNg KL

y para las condiciones de contorno tipo Dirichlet:

me
w,wlr = (w)yr+ > Y T VKWK 4.7)
KeT 0€€gNEoxt Ko

Dado que nuestro esquema considera una viscosidad variable y = u(¢), reescribimos (4.6)-
(4.7)de tal manera que la viscosidad en cada volumen esté dada por:

1 mK‘L
<Ua w>T, =35 —<UL - 7)K)(UJL - wK) (4.8)
: 2 Ig’fﬁe/\/x dK|L(HK + NL)
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para el producto interno con condiciones de Neumann y

ol =wwr.+ Y, >

KeT ccEgNEext Ko

Mg

HKVKWEK (4.9)
para el producto interno con condiciones de Dirichlet.

4.2.2. Esquema para la solucidn de la ecuaciéon de Stokes

Con el propésito de aplicar un método estabilizado para la presién seguiremos lo que realizan
Biirger et al. [5], incorporamos un término 72Ap en la ecuacién de continuidad, donde 7 es un
pardmetro de regularizacién mayor que cero. Ademds, asumiremos que /(¢) es mayor que cero,
f estda en [L?(2)]? y consideraremos el siguiente sistema de Stokes:

=V - ((@)Vq") + AVp" = f enQ C R?,
V- q" =n*Ap" en Q C R?, (4.10)
q"=0 sobre 02

el cual es una perturbacién del esquema original para ¢ = q¢" y p = p".. Podemos ver que para
valores acotados de p" la divergencia de q" se aproximara a cero a medida que 7 tienda a cero.

Se supone que la viscosidad u(¢) es dada por la ley generalizada de Roscoe-Brinkman pu(¢) =
(1 — ¢)~7. El termino forzante f captura la variacién de densidad local de la suspensién, es de-
cir, este modela el movimiento que tiene la mezcla durante el proceso. Este termino es dado por:

f=-X—=Ap*o+ (1 — ¢)BATT*) (cosb,sinf)T

Asi, la aproximacion del problema de Stokes consiste en buscar g € E7(2),p € Hy(Q2) con
/ p(z)dz = 0 tales que
Q

@.uly, = [ @) divru(e)de = [ f(2)-u(@)da,

Q (4.11)
/QdivT q(z)q(z) = —n*(p,q)7

para todo u en [H7(Q)]? y ¢ en H7(Q). El término 7, es un pardmetro que se debe ajustar con el
fin de obtener un balance satisfactorio entre precision y estabilidad.
Luego, integrando sobre cada volumen de control K en 7 el sistema se aproxima como

Z FK,U+)\ Z AK,U(pK*_pK):fKa

UESK Jeg}(mgint
) B (4.12)
> Akolvk tvk) =0 Y. Tolpre —px) =0,
o€ NEint c€EKNEint
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donde o es la arista que comparte K con uno de sus vecinos K*. También definimos

AK,J = imanK,U

para todo o en £k, suponiendo que
Froa~— / prVa(z) ngqdy
(o2

con el fin de establecer que el esquema es conservativo, para todo K en 7 definimos

UK K+
T hkdi o+ e dice o

(qK_qK*) SiU:K‘K*Egjnt,

K .
——qx Sio € Eext,

una vez con todo esto definido notamos que encontrar nuestras soluciones se reduce a la reso-
lucién de un sistema lineal suplementado por la relacion

Z mgpg = 0

KeT
que sera agregado al sistema incorporando una fila y una columna. Esta medida implica la
aparicion de una nueva incégnita que no usaremos tras la resolucién del sistema.

4.3. Meétodo de resolucion de la ecuacion del calor

En esta seccién se presenta la formulacién en volimenes finitos para la resolucién de la ecua-
cién del calor presente en el sistema, dado que se busca desarrollar un método que sea lo mas
optimo posible se evitara trabajar con condiciones CFL que generen un gasto computacional
elevado, esto motiva la idea de emplear un método semi-implicito evitando la condicién CFL
que impone un menor tamafio del paso temporal.

Como se dijo anteriormente, la ecuacién del calor bi-dimensional presente en (2.4) sera re-
suelta con un método semi-implicito de volumenes finitos. Es decir, en una primera instancia se
resuelve de manera explicita la ecuacién del transporte de temperatura

orT

il VT = NI
5 T4 \% 0 (4.13)

una vez resuelta, la solucidn de esta se utilizara para resolver de manera implicita la difusion de
la temperatura en el medio

oT
57 =V (V) (4.14)
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cuya solucidn sera el perfil de temperaturas del dominio en el instante ¢.

Al elegir resolver de manera explicita la ecuacién conductiva de la temperatura, la condicién
CFL establece un instante de tiempo de orden menor al que se necesitaria si se resuelve de
manera explicita la difusién o la ecuaciéon completa.

4.4. Aproximacidon numérica de la ecuacion del calor

En este capitulo se presenta la formulacién en Volumenes Finitos y el método de resolucion
numérica que se utiliza con el fin de resolver de manera mas eficiente posible la ecuacion del
calor.

Siguiendo con lo establecido anteriormente, las formulaciones se crean sobre una malla admi-
sible y cada valor obtenido hace referencia al valor medio de la variable de interés en la celda,
el cual se calcula en el centro de cada una de ellas.

4.4.1. Resolucion método explicito

Para resolver (4.13) se hace uso de un método splitting en el que una aproximacién del flujo
tipo upwind que usa las velocidades medias entre celdas para aproximar la velocidad que hay en
las caras compartidas por las celdas permite encontrar la solucién 77+1/2, Es decir, se comienza
resolviendo

At

T;}—H/Q —T" _ E (Ui+1/2 _ Ui—1/2> (4.15)

donde T7"/? es la temperatura del dominio en el instante intermedio ¢ = n + 1/2 tras resolver
la ecuacién en la direccion del eje z y U/, es la aproximacién numérica del flujo de tem-
peraturas. A continuacion, se resuelve esta ecuacién para el flujo de temperaturas en el eje y
considerando como condicién inicial el valor obtenido tras resolver la ecuacién para el eje z.

El perfil de temperaturas obtenido tras el splitting es el que ocurre en el instante intermedio,
es decir, 7"11/2 y sera utilizado para la resolucién del método implicito.

4.4.2. Resolucion método implicito

Como se enunci6 al comienzo del capitulo esta parte de la ecuacion del calor sera resuelto a
través de un método implicito. Es decir, se resuelve

T = T2 4 At (D(6™) T + BC) (4.16)

donde D(¢"*!) es la matriz que describe el comportamiento de la difusién, la cual tiene similar
estructura a la que se desarrolla para discretizar el término de difusion en la ecuacién de Stokes,
notar que esta matriz depende de la fraccién de sélido en cada celda puesto que el coeficiente
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de difusién del calor varia en cada una de las celdas. Ademds, BC' es la matriz que impone las
condiciones de contorno del problema.

4.5. Condicion CFL

El esquema numérico propuesto para la resolucion de la ecuacién de la masa va a ser estable
si se garantiza que la siguiente condicién CFL se satisface

x Y
tocl> [Winax|
maxl? max

1
AL < 3 min(Azx, Ay) (4.17)

max {|w

Y
max

donde wi . y w son los maximos valores de la velocidad con que se propaga la onda en

direccién x e y, respectivamente. Asi, en cada paso de tiempo se debe calcular

e JAE
wmé,x_{‘ d(b( zg)

:O<i<Nm—1,0<j<Ny—1}, k=ux,vy (4.18)

Por lo que el paso de tiempo At es elegido de manera adaptativa con el fin de cumplir la
condicién CFL en cada instante, en particular se considera

Ay

At =
masa 2 (wméx + 1)7

donde wmax = max{|wl ], Wl |} (4.19)

Dado que el problema en el que se centra este trabajo incorpora a [17] una ecuacion del calor
del tipo adveccion difusion, surge la necesidad de establecer una nueva condicién CFL para que
el esquema sea estable.

La resolucidn de la ecuacién del calor mediante un método semi-implicito presenta una unica
condicién CFL que debe cumplirse para asegurar la estabilidad del método, esta se hace presente
cuando se resuelve la ecuacion de transporte de temperatura debido a la velocidad de la mezcla.
Esta condicién CFL dice que se debe cumplir la siguiente desigualdad

w® v Y

w

A A
At calor < min{ :): y }

max max

Por la tanto, se puede observar que la eleccion de At para cada instante de tiempo se puede
elegir como el minimo de entre los valores propuestos, en otras palabras

At < min{Atmasaa Atcalor}

es la condicion necesaria para asegurar la estabilidad del método numérico presentado para la
resolucién del sistema. Ya con la estabilidad del método asegurada, se puede resolver el sistema
bajo las condiciones del medio que sean de interés.
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4.6. Estrategia de acoplamiento

Ya con las estrategias de discretizacidon presentadas para los tres sub-problemas presentados
en el sistema completo (2.4), en esta seccidn se presenta la eleccién del proceso que se usa
para el acoplamiento de los mismos. Para la formulacién en Volumenes Finitos del sistema sobre
una malla admisible, el acoplamiento se lleva a cabo a través de una aproximacion totalmente
segregada, es decir.

a) La condicidn inicial para la concentracién ¢(0) = ¢¢ y temperatura 7'(0) = T son especi-
ficadas.

b) Conociendo el campo de concentracién y temperatura en el tiempo ¢, se resuelve el sistema
de Stokes.

c) Conociendo la velocidad, la concentracion y presién en el instante de tiempo ¢, se resuelve
la ecuacion hiperbdlica para la concentracién en el instante ¢ + At.

d) Conociendo la velocidad, concentracién y presiéon en el instante de tiempo ¢, se resuelve
la ecuacidn del calor en el instante t + At.

e) Se reemplaza la concentracién ¢(t) y temperatura 7'(t) por ¢(t + At), T'(t + At) respecti-
vamente. Se define ¢t =t + At, y se repiten los pasos desde el b) al d) hasta que el tiempo
final es alcanzado.
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Capitulo

Resultados numéricos

En este apartado se presentaran los distintos comportamientos del proceso de sedimentacion
inclinada con conveccidn natural para distintos caso de interés obtenidos con el método numé-
rico presentado anteriormente.

El objetivo de esta investigacion se centra en encontrar la mejor combinacién entre inclinacién
y temperatura con el fin de aumentar lo maximo posible la velocidad de sedimentacion. Es por
lo mismo que se analizardn distintos resultados obtenidos con distintas combinaciones de los
pardmetro de interés.

A continuacion se presenta una tabla con los valores que tendran las propiedades de los ma-

teriales utilizados en las simulaciones numéricas.

0f 1x103 kg/m?
ps | 2,650 x 103 kg/m3
Br | 2,07 x107% oCc~!
K 3 W/mK
ke | 5,8x 1071 W/mK
cpe | 7,41 x 102 J/kg

Cpt 4,18 J/kg
A 9 x 103
n 1x107°

Cuadro 5.1: Valor de las propiedades fisicas del sélido y fluido.

Los valores que corresponden a temperatura aplicada y angulos de inclinacién del tanque no
se presentan en 5.1 debido a que son nuestras variables de interés.
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5.1. Simulacion numérica del test de Diehl

Para comenzar realizaremos una simulacion numérica de un proceso de sedimentacion con-
solidacién en el cual durante el instante inicial, la masa se concentra en la zona superior del
recipiente.

Figura 5.1: Resultados numéricos para los primeros instantes de tiempo de simulacion del Test
de Diehl para un dngulo de inclinacién # = 30° y una variacién de temperatura A7 = 10°C
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5.2. Validacion del esquema numérico utilizado

En el primer experimento se enfocard en validar el esquema numérico utilizado, para esto se
procede a realizar una simulacién numérica del proceso de conveccidon natural en un tanque
vertical que unicamente contiene un fluido de densidad p¢, a este recipiente se le aplica una
temperatura de T}, en la cara del lado izquierdo, mientras que la del lado derecho esta a tempe-
ratura ambiente.

To + AT To

Figura 5.2: Esquema del proceso fisico que se desea modelar (izquierda), mddulos de velocidad
obtenidos del proceso de conveccidn de natural con AT = 10°C (derecha)

La figura muestra la diferencia de los médulos que hay en ambas caras, esto debido a que al
aplicarse un AT al lado izquierdo mayor que al lado derecho la densidad del fluido en el lado
izquierdo disminuye y por ende tiende a subir y generar una circulaciéon que se disminuye al irse
enfriando en la cara del lado derecho que tiene un AT = 0°C.

Ya con esta simulacion realizada el siguiente paso es modelar numéricamente un proceso de
sedimentacién en un estanque con las mismas condiciones para corroborar que si una vez el
solido acumulado en la parte inferior se produce la conveccién natural en la zona donde se
encuentra el fluido.
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Figura 5.3: Proceso de sedimentacion casi terminado con concentracion inicial ¢g = 0,2 (izquier-
do), mddulos de las velocidades en el sistema una vez terminada la sedimentacion del sélido
(derecha).

Se puede ver que los ordenes de velocidades en cada uno de los casos coinciden, esto permite
afirmar que la velocidad de la mezcla ¢ = g.¢ + (1 — ¢)g; cuando ¢ = 0 es equivalente a la
velocidad que alcanza un fluido bajo las mismas condiciones.

En otras palabras, la soluciéon obtenida para la velocidad del fluido sin sélido alguno en el
medio se asemeja bastante a la obtenida en el fluido una vez finalizado el proceso de sedimen-
tacidn.

5.3. Simulacion de proceso de sedimentacidn inclinada bajo con-
veccion natural

El primer experimento se enfoca en analizar el efecto que tiene la variacién de temperatura

en las caras del recipiente, para esto se hace una comparacién en el comportamiento de la

sedimentacion sin un cambio de temperatura en las caras con otro caso en el que si existe,
ambos experimentos cuentan con las mismas condiciones iniciales y de entorno.
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Figura 5.4: Proceso de sedimentacién consolidacién en un recipiente con una inclinacién de # = 30° bajo una variacién de
temperatura AT = 10°C (fila superior) y sin variaciéon de temperatura (fila inferior) para un instante de tiempo ¢t = 2 .



como se puede observar en los resultados presentados, la variacién de temperatura en las
caras provoca un aumento en la velocidad de sedimentacién, si bien no se puede considerar
como un aumento significativo la existencia del mismo permite plantear distintas hip6tesis en lo
que respecta a la temperatura o inclinacion del recipiente.

5.4. Analisis de produccién de agua clara

En esta seccidn del trabajo se hard un andlisis de la produccién de agua clara para las diversas
combinaciones de parametros en la simulacion. Para realizar este trabajo se comienza definiendo
el parametro de eficiencia 7,44, €l cual se define como

Tref

= 5.1
Nagua Tagua (5.1)

donde T, es el tiempo necesario para tener un 90 % del agua en forma clara, y T;cs es el
tiempo necesario para obtener un 90 % de agua en forma clara en el caso base de § = 0°y
AT = 0°C. Se considera como agua clara cuya celda del dominio donde la concentracién de
s6lido es menor al 1 %.

Basado en [1, 10, 19, 21, 33] estableceremos la hipdtesis de que T4, €s una funcién que
depende de la inclinacién, concentracién inicial y temperatura.

0 0 0 o 0 0 0
T 0 10 20 30 40 50
20°C | 1.000 | 1.277 | 1.360 | 1.474 | 1.567 | 1.744
30°C | 1.056 | 1.276 | 1.354 | 1.466 | 1.564 | 1.737
40°C | 1.062 | 1.278 | 1.346 | 1.469 | 1.566 | 1.740
50°C | 1.069 | 1.285 | 1.335 | 1.446 | 1.549 | 1.737

60°C 1.074 | 1.294 | 1.325 | 1.436 | 1.536 | 1.713

Cuadro 5.2: Coeficientes de eficiencia 7 para los distintos casos de sedimentacion bajo convec-
cién natural con concentracién inicial uniforme del 20 %

T 0 10 20 30 40 50

20°C 1.000 | 1.420 | 1.596 | 1.722 | 2.001 | 2.202
30°C 1.082 | 1.420 | 1.598 | 1.729 | 2.001 | 2.197
40°C 1.091 | 1.420 | 1.596 | 1.723 | 1.992 | 2.192
50°C 1.103 | 1.426 | 1.582 | 1.714 | 1.973 | 2.167
60°C 1.118 | 1.433 | 1.575 | 1.698 | 1.975 | 2.128

Cuadro 5.3: Coeficientes de eficiencia 7 para los distintos casos de sedimentacién bajo convec-
cién natural con concentracion inicial uniforme del 10 %
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T 0 10 20 30 40 50

20°C | 1.000 | 1.399 | 1.732 | 2.077 | 2.249 | 2.652
30°C | 1.002 | 1.400 | 1.735 | 2.077 | 2.241 | 2.644
40°C | 1.009 | 1.397 | 1.735 | 2.010 | 2.238 | 2.628
50°C | 1.021 | 1.400 | 1.734 | 2.001 | 2.224 | 2.614
60°C | 1.038 | 1.412 | 1.730 | 1.993 | 2.210 | 2.601

Cuadro 5.4: Coeficientes de eficiencia 7 para los distintos casos de sedimentacién bajo convec-
cion natural con concentracion inicial uniforme del 5 %

En concordancia con lo que mostré Boycott,los resultados permiten afirmar que ha medida
que el angulo de inclinacién disminuye la produccion de agua clara aumenta, por otro lado, un
aumento en la variaciéon de temperatura aumenta la velocidad de generacion de agua clara para
angulos de inclinacion cercanos a los noventa grado.

Ademds, para bajas concentraciones iniciales el tiempo de generacidn de agua clara es consi-
derablemente menor.

5.5. Analisis de asentamiento de sodlido

En esta seccion del trabajo se hara un andlisis del asentamiento de sélido para las diversas
combinaciones de pardmetros en la simulacién. Al igual que en la seccion anterior, para realizar
este trabajo se comienza definiendo el parametro de eficiencia en 714, €l cual se define como

o Thref
Tsdlido =

sélido

(5.2)

donde Ti4)iq0 €s el tiempo necesario para tener un 90 % del sélido asentado, y T;f es el tiempo
necesario para obtener un 90 % del sélido asentado en el caso base de § = 0°y AT = 0°C. Se
considera como sélido cuya celda del dominio donde la concentracién de sdlido es mayor al

70 %.

T 0 10 20 30 40 50

20°C 1.000 | 1.325 | 1.172 | 1.145 | 1.233 | 1.411
30°C 1.132 | 1.326 | 1.171 | 1.149 | 1.231 | 1.414
40°C 1.134 | 1.323 | 1.176 | 1.142 | 1.232 | 1.415
50°C 1.164 | 1.324 | 1.191 | 1.152 | 1.232 | 1.414
60°C 1.134 | 1.321 | 1.202 | 1.156 | 1.211 | 1.407

Cuadro 5.5: Coeficientes de eficiencia 7 para los distintos casos de sedimentacién bajo convec-
cion natural con concentracién inicial uniforme del 20 %
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T 0 10 20 30 40 50

20°C | 1.000 | 1.641 | 1.652 | 1.842 | 2.199 | 2.465
30°C | 1.204 | 1.637 | 1.655 | 1.839 | 2.193 | 2.456
40°C | 1.234 | 1.636 | 1.653 | 1.842 | 2.196 | 2.455
50°C | 1.255 | 1.634 | 1.657 | 1.845 | 2.196 | 2.426
60°C | 1.268 | 1.625 | 1.657 | 1.847 | 2.192 | 2.410

Cuadro 5.6: Coeficientes de eficiencia 7 para los distintos casos de sedimentacién bajo convec-
cion natural con concentracién inicial uniforme del 10 %

T 0 10 20 30 40 50

20°C | 1.000 | 1.437 | 1.645 | 2.178 | 2.499 | 2.933
30°C | 1.005 | 1.431 | 1.645 | 2.174 | 2.507 | 2.923
40°C | 1.011 | 1.429 | 1.646 | 2.184 | 2.509 | 2.913
50°C | 1.018 | 1.426 | 1.645 | 2.187 | 2.505 | 2.903
60°C | 1.023 | 1.427 | 1.660 | 2.201 | 2.507 | 2.908

Cuadro 5.7: Coeficientes de eficiencia 7 para los distintos casos de sedimentacién bajo convec-
cién natural con concentracion inicial uniforme del 5%

Los resultados indican que mientras mas se inclina el contenedor, aumenta la velocidad de la
produccion de soélido, pero que un aumento de temperatura no siempre acelera el proceso de
asentamiento.

Algunos angulos de inclinacién permiten que el aumento de temperatura y la conveccién
natural acelere el proceso de asentamiento del sélido. Distintas distribuciones de concentracién
inicial indican que el asentamiento es mayor cuando la concentracién inicial es menor y el
angulo de inclinacién es mayor.
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Capitulo

Conclusiones, limitaciones y trabajos
futuros

Esta memoria ha explorado el proceso de sedimentacion consolidacion en recipientes inclina-
dos mejorado mediante la aplicacion de calor. A través de una serie de experimentos y analisis,
hemos demostrado de manera concluyente que la aplicacion de calor puede aumentar la veloci-
dad de asentamiento de las particulas en suspension. Este fendmeno se debe a la reduccion de
la viscosidad del liquido provoca un aumento en la circulacién de las particulas, lo que facilita
su sedimentacion.

Ademads, hemos observado que la temperatura y la concentracidon de las particulas desempe-
flan un papel crucial en la eficiencia de este proceso. A medida que ajustamos la temperatura y
la concentracion adecuadamente, podemos lograr tasas de sedimentacion atin mas altas.

Este descubrimiento tiene aplicaciones significativas en diversas industrias, desde el trata-
miento de aguas residuales hasta la separacion de minerales en la mineria. La capacidad de
acelerar el asentamiento de particulas de manera controlada puede resultar en ahorros sig-
nificativos de tiempo y energia, ademas de mejorar la eficiencia de distintos procesos que se
desarrollan en la industria.

La sedimentacién asistida por calor representa una técnica prometedora que merece una ma-
yor investigacién y desarrollo. Su potencial para optimizar procesos y mejorar la eficiencia en
una variedad de aplicaciones la convierte en un drea emocionante para futuros estudios y usos
practicos. Considerar distintas geometrias en dos y tres dimensiones, funciones de flujo como la
de Vesilind, el uso de métodos numéricos como métodos de volimenes finitos, elementos finitos,
Galerkin discontinuo, comparar con experimentos realizados bajo las condiciones operacionales
de la industria, son los principales focos para seguir con la investigacion.

Comprender y dominar estos procesos es esencial para abordar los desafios ambientales y de
ingenieria relacionados con la separacion de particulas sélidas y liquidos.

31



Capitulo

Anexo

7.1. Esquema matricial para ecuacion de Stokes

Sean N, y N, la cantidad de celdas en direccion del eje x e y respectivamente. Dado que
cada incognita de nuestro sistema toma un valor en el centro de cada celda. Reescribiremos
matricialmente los términos de nuestro sistema de Stokes.

7.1.1. Matriz para Y ,c¢, Fox

Sea uk el valor que toma nuestra incégnita en el volumen de control K, definiremos como u,,
el valor que toma en el volumen de control que comparte la arista superior con K, denotaremos
por K, al volumen de control que esta inmediatamente arriba de K , de manera analoga defi-
nimos 1., ug, u¢c como los valores que toma en los volumenes de control inferior K, izquierdo
K¢ y derecho K, respectivamente. Por lo tanto para un volumen de control K, cuyas aristas no
intersectan con las aristas exteriores

MK MK, 125:4%3 ¢
F K =m dx —q¢) +m - 9k — 4
J§K > T prcdi o + PK, ng,a( K4 " nrdk.o + UK, de,a( K~ )
HKHUK, 199:923:¢
+m . (g —qc) +m . (ar —a,)

" prdr o + PE AK o T ukdio + pK, dK, o

lo que se puede reescribir como

Z Fox = (ag + aw + ¢ + ay)qg — aeqe — awq, — acqe — g,
o€
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donde
MK K,

AR o + 1K, AK, o

] = Mgy

con [ en {{,w,(,v}. Andlogamente, para un volumen de control K con alguna arista en la
frontera del dominio se definen los siguientes casos.

= Esquina superior izquierda del dominio K7 ;.

UK UK HKHEK
Z FU,K :mar(QK)—i_dei(qK)—i_mU d . d (qK_qC)
o Ko Ko HKOK,c + MK AK: o
122:¢20; ¢
+ meg dxg — q
prdie + MK,ydKW,U( K~ )
= Primera fila de celdas Ky ; con j =2,3..., N, — 1.
120:¢277¢ UK
Z Fox =ms I+ : d (g —q¢) + mUT(qK)
cEEk MKOK,oc T MK AK, 0 Ko
K I HK I
+m : (ax —gqc) +m . (ax —a,)

T nrdr o + P AR o T pukdo + pK K, o

Esquina superior derecha del dominio K ,

Z Fox =ms GLILE (ax — Q5) + mauiK(QK)
oy prdie + i dK, o di o
+an;z;(qK>+WnaMKdK5i5Z;dKHJ(qK__QQ
= Primera columna del dominio K;; coni=2,3,..., N, — 1.
i;iFmK:mw;?;@K)+nqudKfiZZ;®mﬁ(m<—qd
+anMKdK5KZ$E&thKQK'_Q§)+WnaHKdKfiiZ;dK&p(QK'_Qﬂ
» Ultima columna del dominio K;n,coni=2,3,...,N, — 1.
2 For =ma uKdK,ZTz; ey = 90 o — (i~ )
—+nw;§;(qK)+4noMKdKﬁiji;deaﬁn<—qy)
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= Esquina inferior izquierda del dominio Ky, 1

gg:K Fo i zma%(qz() +me d}(’fi“;;w I (ax — q.,)
e+ i 8 90 (@)
» Ultima fila del dominio Ky, jconj=23...,N;— 1.
Z T KK MK, (@x — q§) +mg HKHK, (a5 — q.,)

prdr.e + P di, o brdK o + P, dK, o

o€k

:U’KHK(: MK
+m dx —q¢) + me—I(q
UHKdK’U—i_MKCdK(,U( K C) UdK,O'( K)
= Esquina inferior derecha del dominio Ky, v,
120920 ¢ HEKHME
Fox =ms dx —4¢) T Mo » ax —4q
UEXS:K o MKdK,U + MdeK£7o'( K 5) NKdK,J n /’LKdew,O'( K w)
UK UK
+mg (qx) +mo——(qk)
dK,U dK,a

Antes de presentar las matrices, definiremos como f; el valor de F, i cuando la arista  del
volumen de control pertenece a una arista del dominio. Es decir
= mo 12 (qyc)
K,o

donde [ hace referencia a que arista de K estd en el borde del dominio. A continuacion defni-
remos ;& como la sumatoria de las contribuciones de los volumenes de control vecinos, donde
£ es el conjunto de aristas que comparten el volumen de control K con el dominio 2 y Z es
el connjunto de las aristas que no estan en la frontera del dominio y por lo tanto si existe un
volumen de control vecino en esa direccion. Por ejemplo, para el volumen de control ubicado en
la esquina superior izquierda ;& = ug‘g = ay + a¢ + B¢ + Bu. Asi, el esquema matricial es de la
forma
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A B 0 0]
C D
0
F =
0
D B
donde
_,ug’f:; —ag 0 0 ] _,u'CYfJ —ag 0 0 ]
- pEc, —oc e —ae e, —ac e
A = O . . . 0 E = 0 L . *. . ‘. N 0
. : M??C”y _ag E . ’ : . ’ : Hg7(7w _ag
Lo 0 —ae sl Lo 0 —a wg
[t —a 0 0 |
Fo ¢y ¢
—Q¢ MEwlny TOC
D = : : : 0
//L£7w7(7’y _ac
L 0 e 0 _a£ Mg,wﬂ—

B:=—-oa, C:=—aq,l

7.1.2. Matriz para }_,.¢, ¢

int

AK,U

Siguiendo con las mismas notaciones que en el apartado anterior, para el caso en el que K no
tenga aristas en el borde del dominio se tiene que

1

1
> Axo(prr —pK) =5Ma(pe = px)(=1,0) + 510 (po — pr)(0,1)
c€EKNEint

1 1
+ §ma(p< —pk)(1,0) + ima(pw —pK)(0,—-1)

= @ma(pc - pe), %mo(m - p'v))



por otro lado, si K tiene al menos una arista en la frontera del dominio se tienen los siguientes
casos

= La arista superior e izquierda son parte de la frontera del dominio

1 1
Z AK,U(pK* _pK) :gma(pcj —pK)(l,O) + §m0(p’Y _pK)(Ov _1)
c€EKNEint

= (;ma(m — PK); —%ma(PV - pK))

La arista superior y derecha son parte de la frontera del dominio

1 1
> Axo(pre = pr) = 5me(pe = pr)(=1,0) + 5mo(py = pr) (0, 1)
Uegngint

1

= —fmg(pg—pK)a—lmo(pw_pK)
(-3 2

La arista inferior e izquierda son parte de la frontera del dominio
1 1
> Ago(pk —pK) =50 (P = P)(0,1) + 5mo(p — pic)(1,0)
c€EKNEint

= (oo = pr0) gm0t~ i)

La arista inferior y derecha son parte de la frontera del dominio

> Axko(pr- —pK) zlma(pg —pr)(—=1,0) + 1ma(pw —pk)(0,1)

Uegngint 2 2
1 1
= _imo(pf - PK), §mo(pw — PK)
» La arista izquierda es parte de la frontera del dominio
1 1
> Axo(pre = pr) =5me (P = pr)(0,1) + Sma(pc = pr)(1,0)
Uegngint
1
+ §ma(p'y —pk)(0,—1)

= (;mg(pg —PK), %ma(m - pv))
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= La arista superior es parte de la frontera del dominio

1 1
> Axo(pre = pr) =5me(pe = pr)(=1,0) + gmo(pc — pr)(1,0)
c€EKNEint
1
+ 5ma(p7 —pr)(0,-1)
1 1
= gmo(pc - p§)> _gma(pw _pK)

» La arista derecha es parte de la frontera del dominio
1 1
> Ako(pr+ —pK) =§ma(pg —pK)(—1,0) + ima(pw - pK)(0,1)
c€EKNEint
1
+ §ma(p’y - pK)(O> _1)
1

— (—;mg(pg - PK), 577%(1% - Pv))

» La arista inferior es parte de la frontera del dominio
1 1
> Ako(pr+ —pK) =50 (Ps = Pi)(=1,0) + 5mo (P = pxc)(0,1)
O'E(SKﬂgim

1
+ ima(pC —pK)(1,0)

_ (;mg(p( — De), %ma(m — pK))

Luego, el esquema matricial para la componente x serd de la forma

A, =PI
donde

11 0 0]

-1 0 1

1 0
P, :=-m,

0
-1 0 1
0 0 -1 1
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por otro lado, para la componente y

Py P, 0 - - 0
wa 0 Py'v
Ay = 0
0
: P, 0 P,
0 - - 0 P, Py

donde

1
nyZQmOI:wa:*Pyv:*Pyl

Por lo tanto, podemos afirmar que las matrices A, e A, que modelan

Z Ak o (vg + vK+)

c€EKNEint

son las transpuestas de las matrices obtenidas anteriormente.

7.1.3. Matriz para }_,.¢, ¢, o

De la misma manera que lo hemos hecho en los incisos anteriores

> Tolprr — pK) = Tou(Pe — PK) + Tou(Pw — PK)
c€EKNEint

+ Tor(p¢ — PK) + To,d(Py — PK)

definiendo y7 como la suma de las contribuciones de los volimenes de control vecinos de K,
donde 7 es el conjunto de las aristas que comparte el volumen de control K. Por ejemplo,
X¢y = Toc + To- Esta definicién permite modelar matricialmente como

_Tf T, 0 - - 0
T, T
0
T =
0
: T T,
0 - - 0 T, T
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donde

_(XC7’7) 7—077‘ 0 0
TO’,Z _<X£7(7’7)
0
Tf =
0
—(Xecn)  Tor
0 0 Tol —(Xm)_
~(cw)  Tor O 0
To‘,l _(Xf’C7w)
0
T, .=
0
: _(X£7<7(")) 7_0-77'
i 0 . ce 0 To,l _(Xﬁ,w)_
_(Xc,wﬁ) To,r 0 e . 0
TO',Z _(Xéy“J:Cv'y) . ' :
0 .
T .=

7.1.4. Esquema global

Una vez con todas las matrices definidas nuestro sistema matricial queda expresado por

F 0 X, 0]uw] [M

0 F XA, 0] |ul| [r,
) -

Al AL —PT M| | p 0

0 0 M 0]|v 0



donde M es el vector columna que se incorpora al esquema para establecer la condicién / p=20
Q

y como habiamos dicho anteriormente se agrega una nueva incognita v que no sera de impor-
tancia al momento de la resolucion del sistema.

7.2. Esquema numérico para el flujo

Para calcular correctamente el flujo numérico se hace uso de propiedades fundamentales del
calculo y analisis de los distintos casos que pueden ocurrir durante el proceso.
Para comenzar, vemos que

b1 = (48 — \/(4(8%) — 12a$)) /(68)

da = (48 +/(4(8?) — 12a8))/(65)

son los puntos criticos de las funciones de flujo (4.3) donde « es la componente de velocidad y
B es la componente normal del vector normal en el cudl ocurre la sedimentacion. Con esto claro,
dependiendo si se busca el maximo o minimo se analizan los casos en los que los maximos son
iguales, distintos o simplemente no existen. Luego, para cada uno de esos caso, se barajan las
opciones de el valor que toma la funcion de flujo (4.3) correspondiente en las concentraciones
P1Y P2

Supongamos que ¢; < ¢ y ademds a < 0,5 > 0,3 > 3« , esto implica que hay que encontrar
el minimo valor de la funcién de flujo entre los valores que se presentan. Asi, dado que la funcién
es creciente hasta el primer punto critico ¢, si ¢ < ¢, entonces el valor minimo buscado es el
valor que toma la funcién de flujo en ¢;.

Si ¢ se encuentra entre los puntos criticos ¢, y b2, entonces basta con calcular el minimo de
la funcién evaluada en ¢; y ¢2. Como consecuencia del hecho que la funcién es estrictamente
decreciente entre los puntos criticos ¢; y ¢, si ¢1 y ¢2 se encuentran en ese intervalo entonces
el valor buscado es la funcién de flujo evaluada en ¢s.

Por otro lado, si ¢; es mayor a el primer punto critico b1 pero menor a b2 Y $2 < ¢, entonces
el valor buscado se encuentra evaluando la funcién de flujo en el punto ¢s.

Si ¢, es mayor a 9, entonces basta con evaluar la funcién de flujo en ¢, para calcular el flujo.

En resumen, se hace un analisis de la curva que va a modelar nuestra funcién de flujo, calcula-
mos sus maximos y minimos (en caso de que existan) y una vez con esto procedemos a indagar
los distintos casos de interés.
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7.3. Esquema matricial para la ecuacion del calor

7.3.1. Matriz D(¢")

Siguiendo lo presentado en la seccion 5.2.2. se procede a crear una matriz que posee las
mismas caracteristicas para las celdas interiores con la diferencia de que en este caso el coefi-
ciente de difusién se define de manera diferente, por otro lado, si una celda se encuentra en las
fronteras hay que considerar las condiciones de borde impuestas.

Sea T el valor que toma la temperatura en el volumen de control K, T;, el valor en el volumen
de control inmediatamente superior K, de manera analoga se define T, T¢, T; como los valores
que toma en los volimenes de control inferior K, izquierdo K¢ y derecho K¢, respectivamente.
Ademas, el coeficiente de difusién se define de la forma

B 1 (1+ QAk")
n(¢) := (Re pr> (14 ¢Ap*)(1+ ¢Acs)

por simplicidad de notacién se define nx := n(¢x). Ya con todo establecido, para un volumen

(7.1)

de control K cuyas aristas son todas interiores

NKTK, KNK,,
> Fox =mo— (T — Te) + mo— LSl ——(Ix ~ L)
ey’ NKAK,oc T MK K¢ 0 NKAK .o + MK, 0K, o

KK, NKHUEK.,

+m
" NrdK o + Nk dK.o Nkdk.o + Nk, di, o

(TK — Tc) + My (TK — Ty)

lo que se puede reescribir como

Z FJ,K = (045 + aw +a¢ + OJW)TK — OZ5T§ — a1, — O‘CTC - aVTW
cefk

donde
NKNK,

"Nrd.o + N, dK, o

o =m

con [ en {{,w,(,7v}. Andlogamente, para un volumen de control K con alguna arista en la
frontera del dominio se definen los siguientes casos.

= Esquina superior izquierda del dominio K ;.

KK
> Fox =mo— —— (T) + mo ()
oy NKOK,oc + 1K UK, 0 Ko
+m NKNK, (TK . TC) +my, NKMK, (TK _ T,Y)

"nrdio + K dK, o NkdK.o + MK, di, o
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Primera fila de celdas Ky conj =2,3..., N, — 1.

KK K
Z FU:K =Mg d : d (TK - Tf) + Mo dn (TK)
oy NKAK,c T NK: UK 0 Ko
KNK
+m TIK" ¢ (TK . TC) +my UKUKW (TK . T»y)

"nrdk o + pr K o Nkdk.o + Nk, di, o

Esquina superior derecha del dominio K,

Z FU,K =My 77K77K5 (TK — Tg) + moniK(TK)
for NkdK,oc + Nk Ak, o dx .o
77K77K< NKNK.
+m, Tx) +m, al T —T.
" nrdie + P AR o (Tk) "nrdk.e + Nk, K, o ( 2
Primera columna del dominio K;; coni =2,3,..., N, — 1.
Z FU,K =My LY (TK) + Mo KT, (TK - Tw)
for NKkdK,o + Nk Ao Nkdi,o + Nk, dK, 0
KNK
+m LSS (Tk — T¢) +mg TENK, (Tx —T)

" nrdk.o + Nk AdKe.o Nkdk.o + Nk, di, o

Ultima columna del dominio K;n,coni=23,...,N, — 1.
NKK, KK,
> Fou =mo— (T — Te) + mo— LSl ——(Ix ~ T.)
o NKAK,c T NK:CK¢ 0 NKAK,c + MK, 0K, o
KNK
+m (LI (Tk) + mg KN (T — 1)

" nrdk.o + Nk AdKe.o Nkdx.e + Nk, di, o

Esquina inferior izquierda del dominio Ky, 1

NKTK, KK,
> Foe =my o (Te) oy e (T — )
vetx NKAK,c T NK:AK¢ 0 NKAK,c + 1K, 0K,,0

NKTK,;
“nrdi o + i dK o

(Ti — T¢) +mo— (T

m dK,o‘

Ultima fila del dominio Ky, jconj=23...,N;— 1.

NKK, »
Z Fo'vK =Mg d : d (TK - Té) + Mo d LSS d (TK - Tw)
oy NKAK,oc + NK:0CK; 0 NKAK,c + NK,0K, .o
NKTK, NK
+m TK —T¢)+m TK
UanK:U+77KCng,0'( C) UdK,a( )

42



= Esquina inferior derecha del dominio Ky, v,

KK KK,
> Fox =mo— (T — Te) + mo— il ——(Tx ~ T.)
oy NKAK,c T NK:CK¢,0 NKAK,c T NK,0CK, .0
KK,

(Ti) + mo 5 (Tx)

m dK,G

“nidk.e + N K, o

Antes de presentar las matrices, definiremos como f; el valor de F', i cuando la arista { del
volumen de control pertenece a una arista del dominio en la cual la condiciéon de borde es de
flujo cero. Es decir

B = mU;‘TK@K)

donde [ hace referencia a que arista de K estd en el borde del dominio donde la condicién es de
flujo cero.

A continuacién, definiremos p% como la sumatoria de las contribuciones de los voltimenes de
control vecinos, donde £ es el conjunto de aristas que comparten el volumen de control K con
el dominio 2 y Z es el conjunto de las aristas que no estdn en la frontera del dominio y por
lo tanto si existe un volumen de control vecino en esa direccién. Por ejemplo, para el volumen
de control ubicado en la esquina superior izquierda u§ = Py ce =y +a¢ +ag + By Asi, el
esquema matricial es de la forma

A B 0 0
C D
0
F =
0
D B
donde
M‘g7’y7§ _a< 0 e 0 HZ7UJ7£ ac 0 0
—0¢ ey o G Mecw O
A:: 0 T, . 0 E = 0 . 0
: Mecn, —O0c Hecw —OC
L O 0 e pye ] L 0 S U
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Hwocne  —ac 0 0
—0e Hewlny T :

¢ M&,UJ,C,’Y _a<
0 T 0~ Hewncl

B:=—-a, C:=—qa,l

7.3.2. Matriz BC

Sea T; el valor de la temperatura en el borde que se le aplica la temperatura, se define B como

la condicion de borde impuesta en la matriz, es decir

NKTK,
“nkdi.o + K dK, o

B:=m

y con esto la matriz de condiciones de borde

e 0 0 - --- 0
0 G :
0
BC =
0
G 0
0 0 0 G
donde
-B 0 0
0
G =
0O ... 0

con todas las matrices ya definidas, se procede a resolver esquema global

T = (I + AtF)"Y(T"'/% + AtBC)

obteniendo asi, la temperatura dentro del dominio en el instante ¢t = n + 1.
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7.4. Resultados numéricos

En este apartado se muestran distintos resultados obtenidos para distintas variaciones de pa-
rametros en un mismo instante de tiempo.
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1
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0.5
0.6 05 0.7
S
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Figura 7.2: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 10 % y una variacién de temperatura igual a 20° para un instante

de tiempo ¢t = 2,2.
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Figura 7.3: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 10 % y una variacién de temperatura igual a 40° para un instante

de tiempo ¢t = 2.
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Figura 7.4: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 20 % y una variacién de temperatura igual a cero para un ins-

tante de tiempo ¢ = 2,5.
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Figura 7.5: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 20 % y una variacién de temperatura igual a 20° para un instante

de tiempo ¢t = 2,2.
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Figura 7.6: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 20 % y una variacién de temperatura igual a 40° para un instante

de tiempo ¢t = 2,2.
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Figura 7.7: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 5 % y una variacion de temperatura igual a cero, para un instante

de tiempo ¢t = 3.

51



1
09
15 1
15
08 0.9
1
07 1 X
0.5
0.6 05 07
S
> 0 0s £ 06 <
g > <
. 0 $
04 S 05 £
-0.5 &
-0.5 g
03 04§
-1
0.2 1 0.3
L5 01 15 02
—— |, 01
04 0 04 4\"
0.4 ¥
0 g 0
X

Figura 7.8: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 5 % y una variacién de temperatura igual a 20°, para un instante

de tiempo ¢t = 2,9.
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Figura 7.9: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 5 % y una variacién de temperatura igual a 40°, para un instante

de tiempo ¢t = 2,9.
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Figura 7.1: Resultados numéricos obtenidos para distintos dngulos de inclinacién, una concen-
tracion inicial distribuida de un 10 % y una variacién de temperatura igual a cero para un ins-

tante de tiempo ¢ = 3.
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Nota

El tema de esta tesis se investigd mas a fondo en el trabajo "Coupled finite volume methods for
settling in inclined vessels with natural convection", desarrollado en el Centro de Investigacion en
Ingenieria Matematica de la Universidad de Concepcion.
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